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§ 1. Введение

Одним из оснований современного некоммутативного анализа и геометрии
является понятие функции нескольких некоммутирующих переменных или ее
обобщение – некоммутативная функциональная алгебра. Эти понятия мотиви-
рованы квантовой механикой, в которой в сравнении с классической механи-
кой коммутирующие переменные заменены некоммутирующими операторами
наблюдаемых.

Вопрос о реализации функциональной алгебры в виде алгебры операторов
известен как проблема построения некоммутативного функционального исчис-
ления. Под реализацией в виде алгебры операторов мы понимаем непрерывный
гомоморфизм, вообще говоря, из некоммутативной функциональной алгебры A

в банахову алгебру L (X) всех ограниченных линейных операторов на некото-
ром банаховом пространстве X. К примеру, в случае когда T = (T1, . . . , Tn) –
семейство взаимно коммутирующих операторов в L (X) и D ⊆ Cn – некоторая
область, непрерывный гомоморфизм O(D) → L (X) из алгебры Фреше O(D)
всех голоморфных функций на D в алгебру L (X), сопоставляющий коорди-
натной функции zi оператор Ti, называется голоморфным функциональным
исчислением на D для набора операторов T .

Используя методы топологической гомологии, Дж. Тейлор (см. [1]) рассмот-
рел проблему построения функционального исчисления в общем случае. Им
был найден общий подход к этой проблеме, основные этапы которого выглядят
следующим образом:

1) построение базовой (некоммутативной) алгебры полиномов B;
2) рассмотрение банахова левого B-модуля X;
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3) построение семейства топологических алгебр A (U) (некоммутативных)
функций одновременно с каноническими гомоморфизмами ιU : B → A (U).

Проблема сводится к тому, чтобы выбрать алгебру A (U) таким образом,
чтобы банахово пространство X стало левым A (U)-модулем, чья новая струк-
тура B-модуля посредством гомоморфизма ιU сводилась бы к исходной. Заме-
тим, что для набора коммутирующих операторов T = (T1, . . . , Tn) на банаховом
пространстве X базовая алгебра B есть алгебра Pn всех комплексных поли-
номов n комплексных переменных z = (z1, . . . , zn) с канонической структурой
Pn-модуля Pn × X → X, (p(z), x) 7→ p(T )x на X, в то время как A (U) есть
алгебра O(U) всех голоморфных функций в области U ⊆ Cn. В общем случае
семейство топологических алгебр A (U) обычно задается с помощью некоторого
пучка (предпучка) Фреше A . Сечения этого пучка над открытыми множества-
ми U и являются требуемыми алгебрами A (U).

Главной идеей этого подхода является установление тонкой связи между
топологическими гомологиями и геометрическими характеристиками спектра.
Грубо говоря, трансверсальное поведение A (U) ⊥ X алгебр A (U) относитель-
но банахова модуля X порождает резольвентные точки B-модуля X. Отметим,
что соотношение трансверсальности A (U) ⊥ X имеет чисто гомологическую
природу, что выражается в равенстве нулю всех групп гомологий

TorB
k (A (U), X) = {0}, k > 0.

В настоящей работе мы используем гомологическую теорию топологических
алгебр, построенную Дж. Тейлором (см. [2]) и А. Я. Хелемским (см. [3]). Если
в рамках этих теорий рассматривать пучок O ростков обычных голоморфных
функций в Cn, то дополнение резольвентных точек оказывается совместным
спектром Тейлора σ(T ) (см. [1]) семейства коммутирующих операторов T . От-
метим, что совместный спектр в настоящей работе относится к наборам огра-
ниченных линейных операторов, действующих в банаховом пространстве, в то
время как совместному спектру наборов дифференциальных операторов посвя-
щен ряд работ В. П. Маслова и других авторов (см., например, монографию [4]).
Напомним, что σ(T ) – это компактное подмножество в Cn, состоящее из таких
точек a ∈ Cn, для которых комплекс Кошуля Kos(T − a, X), ассоциированный
с набором T − a, не является точным (см. [5]). Центральный результат, по-
лученный в [1] (см. также [6], [7]), утверждает, что если область U содержит
спектр Тейлора σ(T ), то набор операторов T имеет голоморфное функциональ-
ное исчисление на U .

В случае некоммутативной базовой алгебры B сначала нужно построить
спектральную теорию банаховых B-модулей, а затем указать предпучок Фре-
ше A , который бы представил некоммутативные функции от элементов алгеб-
ры B. Недавние достижения (см. [8]–[12]) спектральной теории нильпотентных
операторных алгебр Ли открывают возможности применения метода Тейлора
к универсальной обертывающей алгебре B = U (g) конечномерной нильпотент-
ной алгебры Ли g. В частности, можно дать определение спектра Тейлора
σ(g, X) банахова U (g)-модуля X, обладающего свойством спектрального отоб-
ражения по отношению к некоммутативным полиномам.
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Алгебры голоморфных функций от элементов нильпотентной алгебры Ли g

строятся как пополнения Аренса–Майкла универсальной обертывающей алгеб-
ры U (g) (см. [13]–[15]). Напомним (см. [16]), что алгебра Аренса–Майкла опре-
деляется как полная топологическая алгебра, топология которой определяется
мультипликативной системой полунорм.

Если Da ⊆ Cn (n = dim(g)) – полидиск с центром в точке a, то алгеб-
ра Og(Da) голоморфных функций в Da от элементов конечномерной алгеб-
ры Ли g вводится как некоторое пополнение Фреше–Аренса–Майкла универ-
сальной обертывающей алгебры U (g). В результате Og(Da) разлагается в то-
пологическую прямую сумму своего радикала Джекобсона Rad Og(Da) и за-
мкнутого подпространства Se(Da), которое топологически изоморфно алгебре
O(Da ∩ Cm), m = dim(g/[g, g]):

Og(Da) = RadOg(Da)⊕Se(Da).

В частности, мы получаем предпучок Og некоммутативных алгебр Фреше над
пространством Cm такой, что факторпредпучок Og/ Rad Og сводится к пучку O.
Вопрос о том, является ли Og пучком, остается открытым (см. [17], [18]). Ответ
на него, по-видимому, зависит от структуры радикала Rad Og.

Для того чтобы обойти эту трудность, можно пополнить предпучок Og.
А именно, формальное пополнение Фреше Tg предпучка Og является пучком
алгебры Фреше, который называется пучком ростков формальных радикаль-
ных функций от элементов алгебры Ли g (см. [18], [19]). Как пучок пространств
Фреше пучок Tg имеет относительно простую структуру. А именно, он совпа-
дает с проективным тензорным произведением Tg = O ⊗̂C[[ω1, . . . , ωn−m]] пуч-
ка O и постоянного пучка C[[ω1, . . . , ωn−m]] алгебры формальных степенных
рядов от n−m комплексных переменных. Таким образом, алгебра Rad Tg явля-
ется алгеброй формальных степенных рядов. Отметим, что близкая к этой кон-
струкция используется в некоммутативной алгебраической геометрии (см. [20]).

К сожалению, формальное пополнение предпучка Og существенно ограничи-
вает соответствующий класс банаховых g-модулей (или наборов операторов),
которые можно рассматривать для решения проблемы построения функцио-
нального исчисления. Точнее, приходится иметь дело со строгими банаховыми
g-модулями X в том смысле, что коммутаторы из [g, g] действуют на X как
нильпотентные операторы (в общем случае они квазинильпотентны). В [21]
и [22] функциональное исчисление Тейлора было расширено следующим обра-
зом: если X является строгим банаховым g-модулем и U – область в Cm, со-
держащая спектр Тейлора σ(g, X), то существует непрерывный гомоморфизм
алгебр Tg(U)→ X, переносящий структуру банахова U (g)-модуля на X.

В настоящей работе исследуется проблема построения функционального ис-
числения для банахова g-модуля X. Центральный этап исследований заклю-
чается в изучении свойства трансверсальности алгебр Фреше–Аренса–Майкла
Og(Da) по отношению к банахову g-модулю X. Иными словами, изучаются до-
статочные условия для того, чтобы соотношение Og(Da) ⊥ X влекло включение
точки a в резольвентное множество Cm\σ(g, X). В [23] и [24] свойство транс-
версальности рассматривалось для алгебры Og(Cm) всех целых функций от
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элементов нильпотентной алгебры Ли g, рост которой нормален (см. [17]), т.е.
степени коммутаторов убывают с некоторой (нормальной) скоростью. Анало-
гично коммутативному случаю нормальный рост нильпотентной алгебры Ли g

позволяет доказать существование абсолютного базиса в Og(Cn) (см. [17]).
Эта техника неприменима для алгебр Og(Da) функций в полидиске Da, от-

личном от Cn. В этом случае существует другой базис в Og(Da) (см. [14]),
о котором не известно, является он безусловным или нет. Это существенно
отличает ситуацию от случая коммутативных алгебр. Тем не менее мы дока-
зываем, что свойство трансверсальности имеет место для алгебры Гейзенберга,
которая является ключевым примером алгебры Ли с нормальным ростом.

Напомним, что алгебра Гейзенберга g – это двухступенчатая алгебра Ли
с каноническим базисом e1, e2, e3 и соотношениями

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0.

Если X – банахов g-модуль, то в нем имеются ограниченные операторы T и S,
реализующие действия генераторов e1 и e2. Иными словами,

[T, [T, S]] = [S, [T, S]] = 0.

Любая пара коммутирующих операторов T и S (иначе говоря, таких, что
[T, S] = 0) порождает алгебру Гейзенберга. Отметим, что в случае, когда
пара (T, S) порождает некоммутативную алгебру Гейзенберга, ее коммутатор
[T, S] является нетривиальным квазинильпотентным оператором в L (X). Этот
факт является простым следствием известной формулы Кляйнеке–Широкова
(см. ниже формулу (1)). Если [T, S] оказывается нильпотентным оператором,
то пространство X оказывается строгим банаховым g-модулем, что полностью
решает проблему, как отмечалось выше.

Мы предлагаем операторный подход (см. также [24] и [18]) для решения
вопроса о трансверсальности. Его суть состоит в обращении оператора право-
го умножения на U (g) над топологическим пополнением пространства U (g).
Главный результат работы утверждает, что операторный набор правого умно-
жения на Og(Da) локально обратим слева. Более точно, пусть X – пространство
Фреше, L (X) – пространство всех непрерывных линейных операторов на X и
T = (T1, . . . , Tn) – набор операторов в L (X). Набор T называется локально
обратимым слева на X, если существуют непрерывные проекторы

1 = P0 > P1 > · · · > Pn

такие, что
TkPk−1 = Pk−1TkPk−1

и Tk | im(Pk−1) является биекцией на im(Pk−1) ∩ im(1− Pk) для всех значений
индекса k (см. определение в п. 3.1). Пусть Y есть локально выпуклое про-
странство, в котором выделено непрерывное линейное отображение ι : Y → X

с плотным образом в X. Операторный набор t = (t1, . . . , tn) в L (Y ) называется
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ι-совместимым, если диаграмма

Y
ι // X

Y
ι //

tk

OO

X

Tk

OO

коммутативна для всех значений k.
Мы говорим, что отображение ι является t-обращающим, если набор T ло-

кально обратим слева на X. Таким образом, если набор t локально обратим
на Y и его канонический обратный является ι-совместимым, то набор T локаль-
но обратим на X (см. теорему 1). Далее мы применяем этот результат к случаю
Y = U (g), где топология в Y – сильнейшая локально выпуклая топология, и
к случаю алгебры Фреше X = Og(Da), для которой ι : U (g)→ Og(Da) есть ка-
ноническое вложение с плотным образом. Отметим, что все операторы правого
умножения Ru ∈ L (U (g)), u ∈ g, являются ι-совместимыми. Мы показываем,
что если g есть алгебра Гейзенберга с каноническим базисом e = (e1, e2, e3), то
набор Te = (Re3 , Re2 , Re1) локально обратим слева на Og(Da). Отсюда следует
главный результат статьи о трансверсальности.

Пользуюсь случаем выразить свою благодарность Ю.В. Туровскому и
А. Ю. Пирковскому за полезные обсуждения.

§ 2. Предварительные сведения

Мы предполагаем, что все рассмотренные линейные пространства являются
комплексными, а ассоциативные алгебры – унитальными. Если X – конечно-
мерное линейное пространство с базисом e = (e1, . . . , en), то ℓ1-норму на X по
отношению к базису e обозначим через le: le(

∑
aiei) =

∑
|ai|, ai ∈ C. Пусть

Rn
+ – n-я декартова степень множества R+ всех положительных действитель-

ных чисел, и пусть R+ = R+ ∪{+∞}. Для s, t ∈ Rn
+ положим s 6 t, если si 6 ti

для всех i, 1 6 i 6 n, где si = s(i), ti = t(i). Очевидно, что Rn
+, снабженное от-

ношением 6, частично упорядочено. Говорят, что направленное подмножество
S ⊆ Rn

+ является неограниченно возрастающим множеством, если для каж-
дого положительного целого k ∈ N существует s(k) ∈ S такое, что min(s(k)) > k.
Если s ∈ Rn

+, то ℓ1-норму на X относительно базиса s−1e = (s−1
1 e1, . . . , s

−1
n en)

обозначим через le,s.
В случае, когда X – линейное пространство, ∧X =

⊕
k>0 ∧kX обозначает

внешнюю алгебру пространства X. Если u = u1 ∧ · · · ∧ uk ∈ ∧kX – k-вектор,
то мы будем использовать обозначение ui = u1 ∧ · · · ∧ ûi ∧ · · · ∧ uk для (k − 1)-
вектора, в выражении которого ûi обозначает пропуск переменной ui. Если
отбрасываются две переменные, ui и uj , i < j, в выражения u, то полученный
вектор обозначим через uij .

Мы используем обычное обозначение X ⊗̂Y для проективного тензорно-
го произведения (хаусдорфовых) полинормированных (или локально выпук-
лых) пространств X и Y . Говорят, что непрерывное линейное отображение
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T : X → Y является ретракцией (коретракцией), если TS = 1 (соответствен-
но ST = 1) для некоторого непрерывного линейного отображения S : Y → X.
В этом случае Y называется ретрактом (коретрактом) X.

Радикал Джекобсона ассоциативной алгебры A обозначается через Rad A.
Левый (соответственно правый) оператор умножения в A обозначается че-
рез La (соответственно через Ra). По определению La(x) = ax и Ra(x) = xa

для всех a, x ∈ A. Единица в алгебре A обозначается через 1A, а противопо-
ложная алгебра к A – через Aop. Скажем, что A – топологическая алгебра,
если она является полинормированным пространством с раздельно непрерыв-
ным мультипликативным отображением A × A → A. Говорят, что алгебра A

является ⊗̂-алгеброй (см. [2]), если она представляет собой полную полинор-
мированную топологическую алгебру с совместно непрерывным умножением
A×A→ A. Если топология ⊗̂-алгебры порождается семейством мультиплика-
тивных полунорм, то A называется алгеброй Аренса–Майкла (см. [16; п. 1.2.4]).
Алгебра A с выделенным непрерывным характером (мультипликативным ли-
нейным функционалом) εA : A → C называется отмеченной алгеброй. Далее,
говорят, что полинормированное пространство X является левым полинорми-
рованным модулем или левым ⊗̂-модулем над A, если X имеет структуру ле-
вого A-модуля такую, что отображение A × X → X, (a, x) 7→ a · x, является
совместно непрерывным. Аналогично определяется правый модуль (бимодуль)
над A. Категория (к которой мы обычно будем относиться как к классу) всех
левых ⊗̂-модулей над A обозначается через A-mod. Точно так же mod-A (со-
ответственно A-mod-A) обозначает категорию всех правых модулей (соответ-
ственно бимодулей). Говорят, что цепной комплекс

(X , d) : · · · ←− Xn−1
dn−1←− Xn

dn←− Xn+1 ←− · · ·

в категории A-mod (или mod-A) является допустимым, если он расщепляется
как комплекс полинормированных пространств. Если A – отмеченная алгебра
с выделенным непрерывным характером εA : A → C, то одномерное простран-
ство C превращается в A-модуль вдоль εA; этот A-модуль называется триви-
альным и обозначается через C(εA).

Универсальная обертывающая алгебра конечномерной алгебры Ли g обозна-
чается как U (g). Алгебра U (g) превращается в топологическую, если снабдить
ее сильнейшей полинормированной топологией.

Известно (см. [25; п. 2.2.7]), что отображение

κg : U (g)→ U (g)op, κg(x) = −x, x ∈ g,

является алгебраическим изоморфизмом, который называется антиподом ал-
гебры U (g), и U (g)op = U (gop). Пространство всех характеров алгебры Ли g

обозначается через ∆(g). Пространство всех характеров алгебры U (g) отож-
дествляется с ∆(g), т.е. каждый характер алгебры Ли λ ∈ ∆(g) имеет един-
ственное расширение до характера алгебры U (g), которое также обозначает-
ся через λ. В частности, алгебра U (g) имеет характер εg : U (g) → C, ко-
торый расширяет тривиальный гомоморфизм Ли g → C. Таким образом,
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U (g) является отмеченной алгеброй с тривиальным характером εg. Пусть g

является конечномерной нильпотентной алгеброй Ли с обрывающимся ниж-
ним центральным рядом {g(s) : s > 1}, g(1) = g, g(s) = [g, g(s−1)], s > 1.
Говорят, что базис e = (e1, . . . , en) в g является треугольным базисом, ес-
ли он подчинен нижнему центральному ряду. Таковым является канониче-
ский базис e = (e1, e2, e3) алгебры Гейзенберга g, удовлетворяющей тождествам
[e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0.

Возьмем базис e = (e1, . . . , en) алгебры Ли g. Для n-набора J = (j1, . . . , jn) ∈
Zn

+ неотрицательных целых чисел мы положим eJ = ej1
1 · · · ejn

n для указания
упорядоченного монома в U (g), взятого по базису e. По теореме Пуанкаре–
Биркгофа–Витта множество {eJ} ⊆ U (g) всех упорядоченных мономов явля-
ется алгебраическим базисом (см. [25; п. 2.2.1]) в U (g). Отсюда мы получаем
корректно определенные (относительно базиса e) операторы деления

∇ei ∈ L (U (g)), ∇ei(e
j1
1 · · · ejn

n ) = δjie
j1
1 · · · e

ji−1
i · · · ejn

n ,

где

δji
=

{
1, если ji+1 + · · ·+ jn < 1 6 ji,

0 в противном случае.

Наконец, пусть g – алгебра Гейзенберга с ее каноническим базисом e =
(e1, e2, e3), и предположим, что g является подалгеброй Ли некоторой ассоциа-
тивной банаховой алгебры A. Тогда справедлива формула k! ek

3 = ad(e1)k(ek
2),

k ∈ N, где ad(e1) ∈ L (A), ad(e1) = Le1 − Re1 , которая может быть легко
проверена с помощью индукции по k. Из этого следует, что

∥ek
3∥A 6 (k!)−1∥ ad(e1)∥kA ∥e2∥kA 6 (k!)−12k∥e1∥kA ∥e2∥kA

или ∥ek
3∥

1/k
A 6 (k!)−1/kγA, где γA = 2∥e1∥A ∥e2∥A. Но (k!)−1/k ∼ k−1 с точ-

ностью до известной константы в силу формулы Стирлинга. Получаем, что e3

является квазинильпотентным элементом алгебры A и

∥ek
3∥

1/k
A = O(k−1). (1)

Похожее поведение степеней элементов из g(2) наблюдается во многих других
нильпотентных алгебрах Ли. Такие алгебры Ли характеризуются в [17] как
класс нильпотентных алгебр Ли с нормальным ростом. Таким образом, каж-
дая алгебра Гейзенберга является нильпотентной алгеброй Ли с нормальным
ростом.

§ 3. Обращающее пополнение Фреше

В этом параграфе мы кратко обрисуем метод обращающих пополнений Фре-
ше полинормированного пространства, предложенный в [24], который опреде-
ляет операторный подход к некоммутативной задаче локализации в рамках
класса алгебр Фреше.
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3.1. Локально обратимые слева операторные наборы. Пусть X –
пространство Фреше. Под проектором в X мы понимаем непрерывный опе-
ратор P ∈ L (X) такой, что P 2 = P . Если P является проектором в X, то
1 − P – также проектор, обозначаемый как P c. Если P и Q являются проек-
торами в X, то пишем P 6 Q, если P = QP и im(P cQ) ⊆ im(Q). Заметим, что
P 6 Q тогда и только тогда, когда

im(P ) ⊆ im(Q), im(Q) =
(
im(Q) ∩ im(P c)

)
⊕ im(P )

(см. [24]).

Определение. Пусть X является пространством Фреше, и пусть T = (T1,

. . . , Tn) – набор из n элементов пространства L (X). Мы говорим, что T ло-
кально обратим слева в X, если существуют проекторы 1 = P0 > P1 > · · · > Pn

в L (X) такие, что TkPk−1 = Pk−1TkPk−1 и Tk | im(Pk−1) является биекцией на
im(Pk−1) ∩ im(P c

k ) для любого k.

Пусть Sk обратный к оператору Tk : im(Pk−1) → im(Pk−1) ∩ im(P c
k ). Рас-

ширяя его очевидным способом на im(Pk) (или на все пространство X), мы
получим левый обратный Sk : im(Pk−1)→ im(Pk−1) оператора Tk : im(Pk−1)→
im(Pk−1) для любого k. Скажем тогда, что набор S = (S1, . . . , Sn) есть канони-
ческий (левый) обратный набора T по отношению проекторов P1, . . . , Pn.

Заметим, что локально обратимые слева операторные наборы могут быть
рассмотрены также в чисто алгебраическом смысле, поскольку то же опре-
деление имеет смысл для линейного пространства X (снабженного сильней-
шей полинормированной топологией) и набора n линейных операторов T =
(T1, . . . , Tn) в пространстве X.

Таким образом, одноэлементный набор T , отождествляемый с оператором,
является локально обратимым слева, если он имеет непрерывный левый обрат-
ный оператор S. Если T = (T1, T2) – операторная пара в L (X), то T является
локально обратимой слева, если отображения в строках диаграммы

X
T1 // im(P c

1 )
⊕

im(P1)
T2 // im(P1) ∩ im(P c

2 )
⊕

im(P2)

представляют собой топологические изоморфизмы.
Наконец, отметим, что если набор T = (T1, . . . , Tn) локально обратим слева

в X, то локально обратим слева набор T ′ = (T1, . . . , Tk) для каждого k, k > 1,
что легко следует из приведенного выше определения.

Пусть теперь Y – полинормированное пространство, X – пространство Фре-
ше, и пусть ι : Y → X – непрерывное линейное отображение, образ которого
плотен. Мы скажем, что непрерывный линейный оператор t : Y → Y является
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ι-совместимым, если Tι = ιt, т.е. если диаграмма

Y
ι // X

Y

t
OO

ι // X

T

OO

коммутативна для некоторого T ∈ L (X). В этом случае T единствен, посколь-
ку ι имеет плотный образ. Более того, множество Lι(Y ) всех ι-совместимых
отображений является линейным подпространством в L (X) и соответствие
t 7→ T является корректно определенным линейным отображением ι′ : Lι(Y )→
L (X). Если t = (t1, . . . , tn) является набором n элементов в Lι(Y ), то мы по-
ложим T = (T1, . . . , Tn) в качестве набора n элементов ι′(t) = (ι′(t1), . . . , ι′(tn))
в L (X).

Пусть теперь t = (t1, . . . , tn) является набором n элементов пространства
Lι(Y ). Мы скажем, что отображение ι является t-обращающим, если T яв-
ляется локально обратимым слева в X. Задача обращения Фреше n-набора
t = (t1, . . . , tn) в L (Y ) заключается в нахождении t-обращающего отображе-
ния ι : Y → X в некоторое пространство Фреше X.

В такой общей форме эта задача возникает во многих случаях. К приме-
ру, зафиксируем любое линейное пространство Y , обладающее сильнейшей по-
линормированной топологией, и зафиксируем набор t = (t1, . . . , tn) в L (Y ).
Как получить пополнение Фреше X от Y такое, чтобы каноническое вложение
Y → X было t-обращающим? Для одноэлементного набора t ∈ L (Y ) задача
может быть решена, к примеру, следующим образом. Предположим, что X –
пополнение Фреше пространства Y такое, что t непрерывно в топологии, на-
следуемой от X, и пусть T ∈ L (X) – его непрерывное расширение. Если t

имеет левый обратный, скажем, s ∈ L (Y ), который непрерывен в топологии
пространства X, то непрерывное расширение S ∈ L (X) оператора s будет ле-
вым обратным для T , т.е. ST = 1. Последнее в свою очередь означает, что T

является локально обратимым слева.
В общем случае нескольких “переменных” справедливо следующее утвер-

ждение, доказанное в [24].

Теорема 1. Пусть Y – полинормированное пространство, X – простран-
ство Фреше, ι : Y → X – непрерывное линейное отображение, чей образ явля-
ется плотным, и пусть t является набором n ι-совместимых операторов из
L (Y ). Если t является локально обратимым слева в Y и его канонический
левый обратный является ι-совместимым, то T локально обратим слева в X .

3.2. Обращающее пополнение Фреше алгебры U (g). Будем считать
теперь, что пространство Y = U (g) снабжено сильнейшей полинормирован-
ной топологией. Под пополнением обертывающей алгебры U (g) мы подразу-
меваем некоторую алгебру Фреше A с гомоморфизмом алгебр ι : U (g) → A,
чей образ является плотным в A. Мы будем обращать в A операторы право-
го умножения из L (U (g)). Все левые операторы умножения Lu ∈ L (U (g))
(соответственно Ru ∈ L (U (g))) являются ι-совместимыми, если ι является
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гомоморфизмом. Поэтому {Lu, Ru : u ∈ g} ⊆ Lι(U (g)). Возьмем треуголь-
ный базис e = (e1, . . . , en) в g и рассмотрим набор te = (t1, . . . , tn) элементов
из Lι(U (g)), при этом пусть ti = Ren−i+1 ∈ Lι(U (g)), 1 6 i 6 n, взяты от
операторов правого умножения в обратном порядке. Положим

Te = (T1, . . . , Tn) в L (A), где Ti = Ren−i+1 , 1 6 i 6 n.

Скажем, что A является (слабо) обращающим пополнением алгебры U (g) (см.
[24]), если набор Te является локально обратимым слева в A для некоторо-
го треугольного базиса e в g, т.е. отображение ι : U (g) → A является te-об-
ращающим. Рассмотрим подпространство U e

i =
{∑

J aJej1
1 · · · e

ji

i : aJ ∈ C
}

в U (g), и пусть J e
i является идеалом в U (g), порожденным ei+1, . . . , en. То-

гда U (g) = U e
i ⊕J e

i , так что существует проектор pn−i на U e
i вдоль J e

i для
каждого i.

Лемма 1. Набор из n элементов te является локально обратимым сле-
ва в U (g) относительно проекторов p1, . . . , pn и набор ∇e = (∇en

, . . . ,∇e1)
в L (U (g)), составленный из операторов деления, является каноническим ле-
вым обратным.

Доказательство. Очевидно, что U e
1 ⊆ U e

2 ⊆ · · · ⊆ U e
n = U (g) и что опе-

ратор деления ∇ei оставляет инвариантным подпространство U e
i для каждо-

го i. По определению pk является проектором на U e
n−k вдоль J e

n−k, 0 6 k 6 n.
Так как

U e
n−k+1 = U e

n−k ⊕ (U e
n−k+1 ∩J e

n−k)

и U e
n−k+1 ∩J e

n−k содержит все полиномы
∑

J aJeJ ∈ U e
n−k+1 с jn−k+1 > 1,

получим, что

im(pk−1) = im(pk)⊕ (im(pk−1) ∩ im(pc
k)).

Имеет место pk−1 > pk для всех k. Таким образом, 1 = p0 > p1 > · · · > pn.
Более того, оператор tk, будучи правым умножением на en−k+1, оставляет ин-
вариантным U e

n−k+1, т.е. tkpk−1 = pk−1tkpk−1. Кроме того,

tk(im(pk−1)) = tk(U e
n−k+1) ⊆ U e

n−k+1 ∩J e
n−k = im(pk−1) ∩ im(pc

k)

и ∇en−k+1tk = ∇en−k+1Ren−k+1 = 1 в U e
n−k+1 для всех k. По определению из

п. 3.1 Re является локально обратимым слева с его каноническим левым об-
ратным ∇e.

Лемма 1 доказана.

Следствие 1. Пусть X – пополнение алгебры U (g) с каноническим отоб-
ражением ι : U (g) → X . Если ∇e является ι-совместимым в L (U (g)) для
некоторого треугольного базиса e в g, то X является обращающим пополне-
нием пространства U (g).

Для доказательства достаточно применить теорему 1 и лемму 1.
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3.3. Комплекс Кошуля. Пусть g – конечномерная алгебра Ли, X – про-
странство Фреше, и пусть α : g→ L (X) – представление Ли. Комплекс

0← X
d0←− X ⊗ g

d1←− · · · dp−1←− X ⊗ ∧pg
dp←− · · ·

называется комплексом Кошуля пары (X, α), где

dp−1(x⊗ u) =
p∑

i=1

(−1)i+1α(ui)x⊗ ui +
∑
i<j

(−1)i+j−1x⊗ [ui, uj ] ∧ uij

для u = u1 ∧ · · · ∧ up ∈ ∧pg; он обозначается через Kos(X, α). Расширенный
добавлением факторотображения π : X → X−1 комплекс Кошуля обозначается
как Kos+(X, α), где X−1 = X/ im(d0).

Пусть g является нильпотентной алгеброй Ли с треугольным базисом e =
(e1, . . . , en). Положим li = en−i+1, 1 6 i 6 n. Очевидно, что подпространство Ik

алгебры g, порожденное векторами l1, . . . , lk, является идеалом Ли. Пусть X –
пространство Фреше, и пусть α : g → L (X) является представлением. Рас-
смотрим линейные операторы Ti ∈ L (X), Tix = α(li)x, 1 6 i 6 n.

Теорема 2. Если T = (T1, . . . , Tn) является локально обратимым слева
на X , то Kos+(X, α) является допустимым цепным комплексом.

Этот результат был доказан в [24] (см. также [23]).

§ 4. Оператор деления между
банаховыми обертывающими алгебрами

В этом параграфе мы докажем, что оператор деления на радикальную пере-
менную, взятую из идеала [g, g] алгебры Гейзенберга g, может быть расширен
до ограниченного линейного оператора между некоторыми банаховыми обер-
тывающими алгебрами алгебры Ли g.

4.1. Банахова обертывающая алгебра A (p). Пусть g – конечномер-
ная алгебра Ли, и пусть p является нормой на g. Банахова алгебра A (p) и
гомоморфизм ϕg : U (g)→ A (p), ∥ϕg | g∥ 6 1, с плотным образом определяют-
ся единственным способом следующим универсально проективным свойством
(см. [13], [14]).

Лемма 2. Если B является банаховой алгеброй и α : g → B , ∥α∥ 6 1, –
гомоморфизм Ли, то существует такой единственный гомоморфизм алгебр
α̃ : A (p)→ B , ∥α̃∥ 6 1, что α̃ · ϕg = α.

Следствие 2. Пусть g – конечномерная алгебра Ли с нормой p. Сущест-
вует единственный изометрический изоморфизм алгебр κ̃g : A (p) → A (p)op ,
расширяющий антипод κg : U (g)→ U (g)op , т.е. выполнено равенство

κ̃g · ϕg = ϕg · κg.



50 А.А. ДОСИ

Доказательство. Ясно, что ρ : U (g)→ A (p)op, ρ = ϕg ·κg, – гомоморфизм
алгебр. Более того,

∥ρ(x)∥A (p) = ∥−ϕg(x)∥A (p) 6 ∥ϕg∥p(x) 6 p(x)

для всех x ∈ g. Таким образом, ∥ρ
∣∣
g
∥ 6 1. Существует гомоморфизм алгебр

ρ̃ : A (p) → A (p)op такой, что ρ̃ · ϕg = ρ и ∥ρ̃∥ 6 1 в силу леммы 2. Так как
κ2

g = 1U (g) и im(ϕg) порождает плотную подалгебру в A (p), то из этого выте-
кает, что ρ̃ 2 = 1A (p). Следовательно, ρ̃ является требуемой изометрией.

Следствие 2 доказано.

Алгебра A (p) называется (см. [14], [12]) банаховой обертывающей алгеброй
банаховой алгебры Ли g, снабженной нормой p.

Пусть теперь g – нильпотентная алгебра Ли с нормой p. В этом случае
банахова обертывающая алгебра A (p) – пополнение по норме алгебры U (g)
(см. [13], [14]). Таким образом, A (p) является отмеченным пополнением ал-
гебры U (g) в силу леммы 2. Предположим, что p = le является ℓ1-нормой
(см. § 2) в нильпотентной алгебре Ли g относительно треугольного базиса e =
(e1, . . . , en) в g. Семейство всех (неупорядоченных) мономов в v = ei1 · · · eis

∈
U (g), взятое относительно базиса e, порождает U (g) как линейное простран-
ство, поэтому каждый элемент u ∈ U (g) имеет разложение u = a1v1+ · · ·+akvk

в виде линейной комбинации этих мономов. Положим deg(ei) = max{k :
ei ∈ g(k)} для всех элементов ei базиса e. Если v = ei1 · · · eis , то deg(v) =
deg(ei1) + · · ·+ deg(eis

). Для u ∈ U (g) положим (см. [14])

∥u∥ = inf
{
|a1|+ · · ·+ |ak| : u = a1v1 + · · ·+ akvk

}
, (2)

где наибольшая нижняя грань берется по всем разложениям элемента u. Так
как g является нильпотентной алгеброй Ли, то в (2) достаточно брать такие
разложения элемента u в качестве линейных комбинаций мономов, чьи степе-
ни нильпотентности ограничены сверху некоторой константой, зависящей от u

и n. Из этого следует, что ∥u∥ = 0 тогда и только тогда, когда u = 0. Более
того, U (g) является нормированной алгеброй относительно нормы ∥·∥. Если A

является ее пополнением по норме и ϕ : U (g)→ A есть каноническое вложение,
то (2) немедленно влечет, что пара (A, ϕ) владеет универсально проективным
свойством из леммы 2. Следовательно, A =A (le) с точностью до изометриче-
ского изоморфизма.

4.2. Алгебра Гейзенберга. Здесь будем считать, что g является алгеб-
рой Гейзенберга с ее каноническим базисом e = (e1, e2, e3). Отметим, что все
рассуждения, которые будут приведены ниже, остаются справедливыми для
алгебры Гейзенберга произвольного размерности. Для краткости мы рассмот-
рим только случай трехмерной алгебры Гейзенберга и предположим, что a = 0.

Пусть me ⊆ U (g) есть подмножество всех (неупорядоченных) мономов v =
ei1 · · · eiq

, взятых по базису e. Для v = ei1 · · · eiq
∈ me и для набора t ∈ R3

+

мы положим tv = ti1 · · · tiq
. Говорят, что моном v ∈ me является радикальным

мономом, если v = we3 для некоторого w ∈ me. Более того, говорят, что
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радикальный моном является 1-радикальным мономом, если v = we3 и моном
w не содержит e3. Предполагается, что длина l(v) монома v = ei1 · · · eiq

равна q.
Возьмем моном v ∈ me. Путем перестановки базисных элементов eik

, возни-
кающих в выражении от v, можно найти его разложение через упорядоченные
мономы eJ = ej1

1 ej2
2 ej3

3 ∈ me. Таким образом, если v – нерадикальный мо-
ном, то существует определенный единственным образом упорядоченный мо-
ном b(v) ∈ me такой, что

v = b(v) + r(v),

где r(v) есть линейная комбинация некоторых 1-радикальных мономов wk ∈ me,
т.е. r(v) ∈ U (g)e3. В двух последующих леммах мы разберем детальное вы-
ражение для r(v). Для удобства мы используем обозначения x = e1, y = e2,
z = e3. Очевидно, каждый нерадикальный моном v ∈ me может быть запи-
сан как v = xn1yk1 · · ·xnj ykj для некоторых ni, ki > 0. Более того, b(v) =
xn1+···+nj yk1+···+kj и l(v) =

∑
i(ni + ki).

Лемма 3. Пусть g является алгеброй Гейзенберга с треугольным базисом
e = (x, y, z). Тогда

[xn, yk] = k

n∑
i=1

xn−iyk−1xi−1z.

Доказательство. Рассуждаем индукцией по n. Так как [x, yk] = kyk−1z,
то формула немедленно выполнена для n = 1. Пусть n > 1. По предположению
индукции мы получим, что

[xn, yk] = xn−1[x, yk] + [xn−1, yk]x = kxn−1yk−1z + k

n−1∑
i=1

xn−i−1yk−1xiz

= k

n∑
i=1

xn−iyk−1xi−1z,

т.е. [xn, yk] = k
∑n

i=1 xn−iyk−1xi−1z.
Лемма 3 доказана.

Лемма 4. Пусть g есть алгебра Гейзенберга с ее треугольным базисом e =
(x, y, z), и пусть v = xn1yk1 · · ·xnj ykj ∈ me является нерадикальным мономом.
Тогда

r(v) = −
j−1∑
p=1

(k1 + · · ·+ kp)
np+1∑
s=1

xn1+···+np+1−syk1+···+kp−1xs−1ykp+1 · · ·xnj ykj z,

т.е. r(v) есть линейная комбинация 1-радикальных мономов, имеющих длину
l(v)− 1.

Доказательство. Применим индукцию по j. Для j 6 2 формула следует
из леммы 3.

Пусть теперь w = xn1yk1 · · ·xnj−1ykj−1 ∈ me. Тогда

w = xn1+···+nj−1yk1+···+kj−1 + r(w).
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По предположению индукции имеем, что

r(w) = −
j−2∑
p=1

(k1+· · ·+kp)
np+1∑
s=1

xn1+···+np+1−syk1+···+kp−1xs−1ykp+1 · · ·xnj−1ykj−1z.

Применяя опять лемму 3, заключаем, что

v = wxnj ykj = xn1+···+nj−1yk1+···+kj−1xnj ykj + r(w)xnj ykj

= xn1+···+nj yk1+···+kj

− (k1 + · · ·+ kj−1)
nj∑

s=1

xn1+···+nj−1+nj−syk1+···+kj−1−1xs−1ykj z

−
j−2∑
p=1

(k1 + · · ·+ kp)
np+1∑
s=1

xn1+···+np+1−syk1+···+kp−1xs−1ykp+1 · · ·xnj ykj z

= b(v)−
j−1∑
p=1

(k1 + · · ·+ kp)
np+1∑
s=1

xn1+···+np+1−syk1+···+kp−1xs−1ykp+1 · · ·xnj ykj z.

Таким образом, требуемый вид разложения r(v) получен.
Лемма 4 доказана.

4.3. Оператор деления. Возьмем s, t ∈ R3
+, t < s. Напомним (см. (2)),

что норма ∥u∥A (le,t) полинома u ∈ U (g) в банаховой обертывающей алгебре
A (le,t) (см. п. 4.1) вычисляется по правилу

∥u∥A (le,t) = inf
{ m∑

i=1

|ai| : u =
m∑

i=1

ai(t−1)vivi

}
, (3)

где наибольшая нижняя грань берется по всем представлениям от u как линей-
ной комбинации мономов (t−1)vivi ∈ mt−1e, взятых по базису t−1e, где vi ∈ me.

Снова предположим, что g является алгеброй Гейзенберга с треугольным
базисом e = (x, y, z), и рассмотрим оператор деления

∇z ∈ L (U (g)), ∇z(xnymzk) = δkxnymzk−1

(см. § 2).

Лемма 5. Пусть u ∈ U (g)z , и пусть s, t ∈ R3
+ . Тогда

∥∇zu∥A (le,t) = s−1
3 inf

{∑
i

|bi|(s−1t)vi : u =
∑

i

bi(s−1)vizviz

}
,

где наибольшая нижняя грань берется по всем представлениям от u в виде
линейной комбинации радикальных мономов (s−1)vizviz ∈ ms−1e .

Доказательство. Сначала отметим, что если v = wz (w ∈ me) является
радикальным мономом и w =

∑
i aivi является разложением w посредством

упорядоченных мономов vi ∈ me, то v =
∑

i aiviz является разложением такого
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же вида для v и ∇zv = ∇z

∑
i aiviz =

∑
i aivi = w. Таким образом, если u =∑

i bi(s−1)vizviz (vi ∈ me) является разложением u посредством радикальных
мономов из ms−1e, то

∇zu = s−1
3

∑
i

bi(s−1)vivi = s−1
3

∑
i

(s−1t)vibi(t−1)vivi.

Из этого вытекает, что ∥∇zu∥A (le,t) 6 s−1
3

∑
i |bi|(s−1t)vi .

Обратно, если ∇zu =
∑

j aj(t−1)vj vj для некоторого vj ∈ me, то, принимая
во внимание, что u ∈ U (g)z и Rz∇z = 1 в U (g)z, заключаем, что

u =
∑

j

aj(t−1)vj vjz =
∑

j

bj(s−1)vjzvjz,

где bj = s3aj(st−1)vj . Из этого следует, что

∥∇zu∥A (le,t) 6
∑

j

|aj | =
∑

j

s−1
3 |bj |(s−1t)vj .

Таким образом,

∥∇zu∥A (le,t) = s−1
3 inf

{∑
i

|bi|(s−1t)vi : u =
∑

i

bi(s−1)vizviz

}
в силу (3).

Лемма 5 доказана.

Теперь возьмем u ∈ U (g)z, и пусть u =
∑

m λm(s−1)vmvm – его разложение,
в котором vm ∈ me. Разделим последнюю сумму на две части:

u =
∑

ρ

λρ(s−1)vρvρ +
∑

j

λj(s−1)wjzwjz,

где {vρ} являются нерадикальными мономами, а {wjz} – радикальными. По-
скольку vρ = b(vρ) + r(vρ), из этого следует, что

u =
∑

ρ

λρ(s−1)vρb(vρ) +
∑

ρ

λρ(s−1)vρr(vρ) +
∑

j

λj(s−1)wjzwjz.

Принимая во внимание, что u ∈ U (g)z и U (g) = ker(∇z)⊕U (g)z (см. лемму 1),
получим, что

∑
ρ λρ(s−1)vρb(vρ) = 0. Таким образом, мы получим разложение

u =
∑

ρ

λρ(s−1)vρr(vρ) +
∑

j

λj(s−1)wjzwjz (4)

элемента u посредством радикальных мономов из ms−1e.

Лемма 6. Пусть g – алгебра Гейзенберга с треугольным базисом e = (x,

y, z). Оператор деления ∇z ∈ L (U (g)) имеет расширение до ограниченного
линейного оператора ∇z : A (le,s)→ A (le,t) при условии, что s, t ∈ R3

+ и t < s.
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Доказательство. Отметим, что радикал Джекобсона Rad A (le,s) являет-
ся замыканием U (g)z и A (le,s) = Ss⊕Rad A (le,s), где Ss является замкнутым
подпространством, содержащим все абсолютно сходящиеся степенные ряды∑

n,m anmxnym в A (le,s) (см. [14]). Поэтому достаточно доказать, что сужен-
ный оператор ∇z : U (g)z → A (le,t) непрерывен в топологии нормы простран-
ства A (le,s). Пусть

δ = max(s−1t), Cs = max{(s1s2)−1, s−1
3 },

и возьмем u ∈ U (g)z. Для зафиксированного ε > 0 можно выбрать разложение

u =
∑

ρ

λρ(s−1)vρvρ +
∑

j

λj(s−1)wjzwjz

такое, что
∑

ρ |λρ|+
∑

j |λj | < ∥u∥A (le,s) + ε, где {vρ} – нерадикальные мономы.
Из этого вытекает, что

u =
∑

ρ

λρ(s−1)vρr(vρ) +
∑

j

λj(s−1)wjzwjz

в силу (4). Пусть vρ = xn
(ρ)
1 ym

(ρ)
1 · · ·xn

(ρ)
jρ y

m
(ρ)
jρ , поэтому l(vρ) =

∑jρ

i=1(n
(ρ)
i +m

(ρ)
i ).

Применяя лемму 4, выводим, что

(s−1)vρr(vρ) = −(s1s2)−1s3

jρ−1∑
q=1

(m(ρ)
1 + · · ·+ m(ρ)

q )
n

(ρ)
q+1∑

k=1

(s−1)wρqkzwρqkz,

где
wρqk = xn

(ρ)
1 +···+n

(ρ)
q+1−kym

(ρ)
1 +···+m(ρ)

q −1xk−1ym
(ρ)
q+1 · · ·xn

(ρ)
jρ y

m
(ρ)
jρ .

Тогда

u = −(s1s2)−1s3

∑
ρ

jρ−1∑
q=1

λρ(m
(ρ)
1 + · · ·+ m(ρ)

q )
n

(ρ)
q+1∑

k=1

(s−1)wρqkzwρqkz

+
∑

j

λj(s−1)wjzwjz

является разложением элемента u посредством радикальных мономов из ms−1e.
Применяя лемму 5, мы получим, что

∥∇zu∥A (le,t) 6 (s1s2)−1
∑

ρ

|λρ|
jρ−1∑
q=1

(m(ρ)
1 + · · ·+ m(ρ)

q )
n

(ρ)
q+1∑

k=1

(s−1t)wρqk

+ s−1
3

∑
j

|λj |(s−1t)wj

6 Cs

(∑
ρ

|λρ|
jρ−1∑
q=1

(m(ρ)
1 + · · ·+ m(ρ)

q )n(ρ)
q+1δ

l(vρ)−2 +
∑

j

|λj |δl(wj)

)

6 Cs

(∑
ρ

|λρ|
jρ−1∑
q=1

( q∑
i=1

m
(ρ)
i

)
δ

∑q
i=1 m

(ρ)
i −1

(q+1∑
i=1

n
(ρ)
i

)
δ

∑q+1
i=1 n

(ρ)
i −1 +

∑
j

|λj |
)
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6 Cs

(∑
ρ

|λρ|
( ∞∑

k=1

kδk−1

)2

+
∑

j

|λj |
)

6 Cs(1− δ)−4

(∑
ρ

|λρ|+
∑

j

|λj |
)

6 Cs(1− δ)−4(∥u∥A (le,s) + ε),

т.е. ∥∇zu∥A (le,t) 6 Cs(1− δ)−4(∥u∥A (le,s) + ε). Так как ε было произвольным, то
из этого вытекает, что

∥∇zu∥A (le,t) 6 Cs(1− δ)−4∥u∥A (le,s). (5)

Отсюда получаем, что ∇z есть ограниченный оператор.
Лемма 6 доказана.

Оценка (5), предложенная в доказательстве леммы 6, позволяет выяснить
скорость сходимости ∥zn∥1/n

A (le). Ранее мы уже отмечали, что ∥zn∥1/n
A (le)= O(n−1)

(см. (1)).

Следствие 3. Для достаточно больших n справедлива оценка

n−4 6 ∥zn∥1/n
A (le) 6 2n−1.

Доказательство. Так как ∥x∥A (le) 6 1 и ∥y∥A (le) 6 1, то из этого сле-
дует, что ∥zn∥1/n

A (le) 6 2n−1 в силу (1). Далее, зафиксируем набор трех чисел
t = (t, t, t), где 0 < t < 1, и пусть tk = (tk, tk, tk), k ∈ N. Тогда {tk : k ∈ N} –
убывающая последовательность в R3

+. Существуют ограниченные линейные
операторы деления ∇z : A (le,tk) → A (le,tk+1) и ∥∇z∥ 6 t−2k(1 − t)−4 в си-
лу (5) для любого k ∈ N. Применяя операторы ∇z к zn ∈ A (le), получим,
что ∇n

z zn = 1A (le,tn ). Из этого вытекает, что 1 6 t−n(n−1)(1 − t)−4n∥zn∥A (le),
откуда ∥zn∥1/n

A (le) > tn−1(1− t)4 для всех t < 1. Остается отметить, что

max{ϕn(t) : 0 6 t 6 1} = ϕn

(
n− 1
n + 3

)
,

где ϕn(t) = tn−1(1 − t)4. Таким образом, ∥zn∥1/n
A (le) > n−4 для достаточно

больших n.
Следстве 3 доказано.

§ 5. Некоммутативные голоморфные функции

В этом параграфе мы докажем, что алгебра Фреше–Аренса–Майкла неком-
мутативных голоморфных функций в полидиске от элементов алгебры Гейзен-
берга g является слабо обращающим пополнением алгебры U (g).

5.1. Алгебры Фреше Og(Dr). Пусть g – конечномерная алгебра Ли, и
пусть e = (e1, . . . , en) является его базисом таким, что (em+1, . . . , en) – базис
в [g, g] для некоторого m. Пространство всех характеров Ли ∆(g) отождеств-
ляется с пространством Cm посредством отображения

∆(g)→ Cm, a 7→ (a(e1), . . . , a(em)),
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где m = dim(g/g(2)). Рассмотрим полидиск Dr в Cn мультирадиуса r = (r1,

. . . , rn) ∈ Rn

+ с центром в нуле. Алгебра Og(Dr) всех голоморфных функций от
элементов алгебры Ли g определяется (см. [13], [14]) как хаусдорфово попол-
нение Фреше универсальной обертывающей алгебры U (g) в топологии, порож-
денной семейством полунорм{∥ · ∥A (le,s) : s < r}, где ∥ · ∥A (le,s) – норма в U (g),
унаследованная от банаховой обертывающей алгебры A (le,s) (см. п. 4.1), по-
строенной по ℓ1-норме le,s в g. Если r = ∞ (т.е. все ri = +∞), то Og(Cn) = Og

называется алгеброй всех целых функций от элементов базиса e. В [13] дока-
зано, что в случае, когда g является разрешимой алгеброй Ли, пространство
всех непрерывных характеров на Og(Dr) отождествляется с суженным поли-
диском Drs ⊆ Cm = ∆(g), где rs = (r1, . . . , rm), m = dim(g/g(2)). Более того,
Og(Dr) = Og(Dt) с точностью до топологического изоморфизма алгебр при
условии rs = ts (см. [14]). Поэтому алгебра Og(Dr) не зависит от радикальной
части rm+1, . . . , rn и полностью определена полупростой частью rs. В рабо-
те [14] также доказано, что факторалгебра Og(Dr)/ Rad Og(Dr) по модулю ее
радикала Джекобсона топологически изоморфна алгебре O(Drs) всех обычных
голоморфных функций в полидиске Drs ⊆ ∆(g). Напомним, что алгебра Og(Dr)
является алгеброй Аренса–Майкла, получаемой хаусдорфовым пополнением
алгебры U (g) по мультипликативному семейству полунорм {∥ · ∥A (le,s) : s < r}
(см. п. 4.1). В частности, Og(Dr) является алгеброй Фреше–Аренса–Майкла
и антипод κg : U (g) → U (g)op расширяется до топологического изоморфизма
Og(Dr)→ Og(Dr)op алгебр Фреше в силу следствия 2.

Важным свойством алгебры Og всех целых функций является то обстоятель-
ство, что она является оболочкой Аренса–Майкла (см. [16; п. 5.2.21]) алгебры
U (g). А именно, каждый гомоморфизм банаховой алгебры U (g) → A может
быть поднят до единственного непрерывного гомоморфизма алгебры Og → A

(см. [14]). В частности, если X – левый банахов U (g)-модуль, то он имеет
единственную структуру левого банахова Og-модуля, которая расширяет свою
первоначальную U (g)-модульную структуру.

Возьмем точку a ∈ ∆(g), и пусть g − a является подалгеброй Ли в U (g),
составленной из элементов u − a(u), u ∈ g. Положим Og(Da,r) = Og−a(Dr)
для полидиска Da,r ⊆ Cn мультирадиуса r с центром в точке a. Заметим, что
центральная точка a отождествляется с тривиальным характером εg−a, т.е.
алгебра Og(Da,r) является отмеченной алгеброй с непрерывным характером
a : Og(Da,r) → C. Если e – треугольный базис нильпотентной алгебры Ли g

и Se(Da,r) является подпространством в Og(Da,r) всех абсолютно сходящихся
степенных рядов

∑
J xJ(e1−a1)j1 · · · (em−am)jm , то подпространство Se(Da,r)

замкнуто,
Og(Da,r) = Se(Da,r)⊕ Rad Og(Da,r) (6)

и
Se(Da,r) = O(Da,rs)

с точностью до изоморфизма пространств Фреше (см. [17], [14]). Таким обра-
зом, факторгомоморфизм (взятый по модулю Rad Og(Da,r))

τa,r : Og(Da,r)→ O(Da,rs)
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является ретракцией с правым обратным ϵa,r : O(Da,rs)→ Se(Da,r),

ϵa,r(z1 − a1)j1 · · · (zm − am)jm = (e1 − a1)j1 · · · (em − am)jm .

5.2. Алгебра Og(Dr) является слабо обращающим пополнением
U (g). Теперь предположим, что Dr ⊆ C3 – полидиск мультирадиуса r =
(r1, r2, r3) с центром в нулевой точке. Поскольку z – элемент центра алгеб-
ры Og(Dr), получается, что im(Rz) = Og(Dr)z – главный идеал в Og(Dr).

Предложение 1. Пусть g является алгеброй Гейзенберга. Тогда оператор
деления ∇z ∈ L (U (g)) имеет непрерывное расширение до оператора ∇z ∈
L (Og(Dr)). В частности, оператор Rz ∈ L (Og(Dr)) является коректракцией
с левым обратным ∇z и

Rad Og(Dr) = Og(Dr)z.

Доказательство. Достаточно доказать, что оператор∇z ∈L (U (g)) непре-
рывен в топологии алгебры U (g), порожденной семейством норм {∥ · ∥A (le,s) :
s < r}. Зафиксируем набор t ∈ R3

+ такой, что t < r. Тогда t < s < r для
некоторого s ∈ R3

+. По лемме 6 оператор ∇z ∈ L (U (g)) имеет расширение
до ограниченного линейного оператора ∇z : A (le,s) → A (le,t). Это означа-
ет, что ∇z ∈ L (U (g)) непрерывен относительно семейства норм {∥ · ∥A (le,s) :
s < r}. Поскольку ∇zRz = 1 в U (g), получим, что ∇z – левый обратный опе-
ратора Rz, действующего в Og(Dr). В частности, im(Rz) замкнут. Так как
Rad Og(Dr) является замкнутым идеалом, порожденным z (см. [14]), то полу-
чаем Rad Og(Dr) = Og(Dr)z.

Предложение 1 доказано.

Теорема 3. Пусть g – алгебра Гейзенберга. Тогда Og(Dr) является слабо
обращающим пополнением алгебры U (g).

Доказательство. Сначала отметим, что Og(Dr) = Se(Dr) ⊕ Rad Og(Dr)
в силу (6), где Se(Dr) является подпространством в Og(Dr), составленным из
всех абсолютно сходящихся степенных рядов

∑
anmxnym. Более того, каждый

ряд
f =

∑
anmxnym ∈ Se(Dr)

определяет обычную голоморфную функцию

f̂(w1, w2) = τ0,r(f) =
∑

anmwn
1 wm

2

(от двух комплексных переменных w1 и w2), являющуюся элементом алгебры
O(Drs), где rs = (r1, r2). Более того, правило f 7→ f̂ осуществляет топологиче-
ский изоморфизм пространств Фреше Se(Dr) и O(Drs

) (см. п. 5.1).
На основании следствия 1 мы должны доказать, что все операторы ∇ei

∈
L (U e

i ), 1 6 i 6 3, непрерывны (относительно топологии, унаследованной от
Og(Dr)). Но U e

3 = U (g) и ∇e3 (отметим, что ∇e3 = ∇z) есть непрерывный
оператор в силу предложения 1. Остается доказать непрерывность операторов
∇ei ∈ L (U e

i ), i = 1, 2. Для этого применим разложение

Og(Dr) = Se(Dr)⊕ Rad Og(Dr).
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По определению U e
1 ⊆ U e

2 ⊆ Se(Dr), поэтому они отождествляются с подпро-
странствами в O(Drs

). Легко проверить, что U e
2 сводится к коммутативной

алгебре всех полиномов P(w1, w2) от двух комплексных переменных w1 и w2,
а U e

1 – к подалгебре P(w1) в P(w1, w2), порожденной w1. Более того, опера-
торы деления ∇x ∈ L (U e

1 ) и ∇y ∈ L (U e
2 ) сводятся к операторам того же типа

∇wi
∈ L (P(w1, w2)), i = 1, 2, которые имеют расширения по непрерывности

до операторов на O(Drs). В самом деле, достаточно положить

(∇w1f)(w1, w2) = w−1
1 (f(w1, w2)− f(0, w2)),

(∇w2f)(w1, w2) = w−1
2 (f(w1, w2)− f(w1, 0)).

Таким образом, все операторы деления являются непрерывными, откуда
Og(Dr) является слабо обращающим пополнением U (g).

Теорема 3 доказана.

Теперь следует показать, что теорема 3 в свою очередь влечет, что канони-
ческое вложение U (g) → Og(Dr) – слабая локализация в смысле работы [15];
в частности, тривиальный Og(Dr)-модуль обладает резольвентой Кошуля, что
мы продемонстрируем в следующем параграфе.

§ 6. Резольвента Кошуля

В этом параграфе мы докажем, что тривиальный модуль над Og(Dr) облада-
ет резольвентой Кошуля, что приведет к главному результату о трансверсаль-
ности. Сначала напомним некоторые основные определения топологической
гомологии (см. [3]).

6.1. Резольвента и трансверсальность. Пусть A есть ⊗̂-алгебра. Про-
ективное тензорное произведение (над A) модулей X ∈ mod-A и Y ∈ A-mod обо-
значается X ⊗̂AY . По этому определению X ⊗̂AY является пополнением фак-
торпространства X ⊗̂Y по замкнутому подпространству, порожденному эле-
ментами x ·a⊗y−x⊗a ·y, x ∈ X, y ∈ Y , a ∈ A. Говорят, что модуль X ∈ A-mod
является свободным A-модулем, если X = A ⊗̂E для некоторого полинормиро-
ванного пространства E. Левая модульная структура на A ⊗̂E задается прави-
лом a · (b⊗e) = ab⊗e, a, b ∈ A, e ∈ E. Говорят, что модуль X ∈ A-mod является
проективным A-модулем, если он является ретрактом (в A-mod) некоторого
свободного A-модуля. Проективная резольвента A-модуля X – это комплекс
(P, d) левых A-модулей с условием Pn = {0} для n < 0 вместе с морфизмом
ϵ : P0 → X такой, что комплекс

0← X
ϵ←−P0

d0←−P1
d1←− · · ·

допустим и все Pn являются проективными модулями. Если B – ⊗̂-алгебра и
F : A-mod→ B-mod – аддитивный функтор, то через Fn обозначим n-й (проек-
тивный) производный функтор от F . По определению (см. [3; п. 3.3.1]) Fn(X)
является как раз n-й гомологией цепного комплекса (F (P), F (d)) для проек-
тивной резольвенты (P, d) A-модуля X. Поскольку все проективные резоль-
венты модуля гомотопически эквивалентны (см. [3; п. 3.2.3]), легко видеть,
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что Fn(X) не зависит от конкретного выбора проективной резольвенты (P, d)
модуля X. Если F является функтором X ⊗̂A ◦ , то используем стандартное
выражение TorA

n (X, ◦ ) для обозначения n-го производного функтора. Нако-
нец, если F : A-mod→ B-mod является аддитивным функтором и X ∈ A-mod,
то положим F ⊥ X, если Fn(X) = {0}, n > 0. Если F = X ⊗̂A ◦ , то пишем
X ⊥ Y (см. [1]) для Y ∈ A-mod в случае, когда F ⊥ Y . В этом случае говорят,
что модули X и Y находятся в трансверсальном отношении. Отметим, что
X ⊥ Y тогда и только тогда, когда(

◦ ⊗̂
A

Y
)
⊥ X

(см. [3; п. 3.4.26], [24]).

6.2. Резольвента для тривиального Og(Dr)-модуля. Пусть A является
пополнением U (g). Таким образом, A является алгеброй Фреше и существует
плотный гомоморфизм алгебр ι : U (g)→ A (см. п. 3.2). В частности, мы имеем
левое Lg : g→ L (A), Lg(u)f = u · f , и правое Rg : gop → L (A), Rg(u)f = f · u,
представления, т.е. Lg(u) = Lu и Rg(u) = Ru. Комплексы Кошуля Kos(A, Lg)
и Kos(A, Rg) являются соответственно правым и левым свободными комплек-
сами A-модулей. Если A = Og(Da,r), то цепной комплекс Kos(Og(Da,r), Rg−a)
расширен посредством непрерывного характера a : Og(Da,r)→ C(a), т.е.

0← C(a) a←− Kos(Og(Da,r), Rg−a) (7)

является комплексом в Og(Da,r)-mod.

Предложение 2. Комплекс Kos(Og(Da,r), Lg−a) (соответственно комп-
лекс Kos(Og(Da,r), Rg−a)) является свободной резольвентой правого (соответ-
ственно левого) тривиального Og(Da,r)-модуля C(a).

Доказательство. Можно считать, что a = 0. По теореме 3 Og(Dr) – об-
ращающее пополнение алгебры U (g). Тогда Kos+(Og(Dr), Rg) – допустимый
цепной комплекс согласно теореме 2. В частности, im(d0) замкнут, где

d0 : Og(Dr)⊗ g→ Og(Dr), d0(f ⊗ u) = fu,

является дифференциалом комплекса Kos(Og(Dr), Rg). Остается доказать, что

im(d0) = ker(εg),

где εg : Og(Dr)→ C(εg) – тривиальный характер. Ясно, что im(d0) ⊆ ker(εg), и
для каждого f ∈ U (g) справедливо f − εg(f) · 1Og(Dr) ∈ im(d0). Но последнее
справедливо для всех f ∈ Og(Dr), потому что im(d0) замкнут и εg непреры-
вен. Следовательно, f ∈ im(d0), если εg(f) = 0, т.е. im(d0) = ker(εg), откуда
комплекс (7) допустим. Наконец, топологический изоморфизм κ̂g : Og(Dr) →
Og(Dr)op (см. п. 5.1) осуществляет изоморфизм комплексов Kos(Og(Dr), Lg) и
Kos(Og(Dr), Rg). Следовательно, то же самое верно для Kos(Og(Dr), Lg).

Предложение 2 доказано.



60 А.А. ДОСИ

§ 7. Главный результат

Теперь мы докажем, что трансверсальность порождает резольвентные точки
относительно спектра Тейлора.

Пусть α : g→ L (X) является представлением Ли в пространстве Фреше X.
Очевидно, α − λ : g → L (X) – представление Ли для каждого λ ∈ ∆(g). На-
помним (см. [9], [11]), что спектр Тейлора σ(g, X) g-модуля X определяется
как множество таких λ ∈ ∆(g), что комплекс Кошуля Kos(X, α− λ) не точен.

Теорема 4. Пусть g – алгебра Гейзенберга, X – банахов g-модуль, и пусть
Da,r – полидиск в C3 с центром в точке a. Если Og(Da,r) ⊥ X , то a /∈ σ(g, X),
где X рассматривается как левый банахов Og-модуль и Og(Da,r) как правый
Og-модуль Фреше.

Доказательство. Как изложено выше, можно считать, что a = 0. Так как
L (X) является банаховой алгеброй и Og является оболочкой Аренса–Майкла
алгебры U (g) (см. п. 5.1), то из этого вытекает, что представление α : g→L (X),
определенное посредством g-модуля X, может быть продолжено до непрерыв-
ного гомоморфизма алгебр Og → L (X). Отсюда X ∈ Og-mod. Более того, имея
в виду Og ⊆ Og(Dr), мы заключаем, что Og(Dr) ∈ Og-mod-Og.

Теперь предположим, что Og(Dr) ⊥ X; это означает, что ( ◦ ⊗̂OgX) ⊥ Og(Dr)
(см. п. 6.1). По предложению 2 цепной комплекс

0← C(εg)
εg←− Kos(Og(Dr), Lg)

правого Og-модуля является допустимым. Каждый член Og(Dr) ⊗ ∧kg ком-
плекса Kos(Og(Dr), Lg) является топологической прямой суммой копий Og(Dr).
Поскольку ◦ ⊗̂OgX – аддитивный функтор, мы заключаем, что(

◦ ⊗̂
Og

X
)
⊥

(
Og(Dr)⊗ ∧kg

)
для всех k. Тогда ( ◦ ⊗̂OgX) ⊥ C(εg) согласно [3; п. 3.3.8]. Следовательно,
C(εg) ⊥ X, где C(εg) рассматривается как правый Og-модуль. Таким образом,
TorOg

n (C(εg), X) = {0} для всех k > 0. Снова используя предложение 2, но
теперь для полидиска Da,r = C3, мы получим, что комплекс

0← C(εg)
εg←− Kos(Og, Lg)

правых Og-модулей допустим, т.е. Kos(Og, Lg) является свободной резольвен-
той правого Og-модуля C(εg). Отметим, что TorOg

n (C(εg), X), k > 0, явля-
ются гомологиями комплекса Kos(Og, Lg) ⊗̂OgX. Однако легко видеть, что
Kos(Og, Lg) ⊗̂OgX является в точности комплексом Кошуля Kos(X, α) g-моду-
ля X. Отсюда получаем, что комплекс Kos(X,α) точен, а это означает, что
0 /∈ σ(g, X).

Теорема 4 доказана.

Замечание 1. Этот же результат для нильпотентной алгебры Ли g не до-
казан. В общем случае радикал Джекобсона Rad Og(Da,r) имеет более сложную
структуру, не такую, как в предложении 1.
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Замечание 2. Полное расщепление радикала Rad Og(Da,r) в том смысле,
что каждый f ∈ Rad Og(Da,r) имеет безусловное разложение f =

∑
k>1 fkzk,

fk ∈ Se(Da,r), повлекло бы обратный теореме 4 результат, а именно: если
a /∈ σ(g, X), то Og(Da,r) ⊥ X для достаточно малого полидиска Da,r с цен-
тром в точке a. Все эти утверждения и многие другие могут быть получены
в формально-радикальных пополнениях U (g) (см. [18], [19]), но они существен-
но ограничивают класс рассматриваемых банаховых g-модулей X, т.е. опера-
торные пары (T, S), порождающие алгебры Гейзенберга. Точнее, приходится
иметь дело с операторной парой (T, S) такой, что [T, [T, S]] = [S, [T, S]] = 0 и
[T, S] нильпотентен. Это частный случай так называемой супернильпотентной
операторной алгебры Ли, для которой некоммутативное голоморфное функ-
циональное исчисление, расширяющее исчисление Тейлора (см. [1]), имеет ме-
сто (см. [21]).
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